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Einleitung. 


Die von A.F. Möbius*) und H. Grassmann**) be- 
gründete Methode der Punktrechnung ist schon von Möbius 
selbst auf die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften 
angewendet und von Grassmann zur Ableitung wichtiger Sätze 
über projektive Erzeugung algebraischer Kurven und Flächen 
verwertet worden. In neuerer Zeit hat neben anderen Grass- 
manns Sohn, Herr H. Grassmann d.]J. ***), die Punktrech- 
nung behandelt und sie mit der in den letzten Jahrzehnten 
entwickelten Verwandtschaftsrechnung in nähere Beziehung ge- 
bracht. Er ist es auch, der vorliegende Arbeit veranlasst hat. 

Wir stellen zunächst einige Begriffe der Punktrechnung 
zusammen und beschränken uns dabei dem Thema entsprechend 
auf das Gebiet der ebenen Geometrie. Einen jeden Punkt e 
der Ebene denken wir uns dargestellt als Produkt ın »e’. Der 
Zahlfaktor m heisst die Masse des Punktes e, und e’ gibt 
seine Lage in der Ebene an. Den zu dem Punkt e gehörigen 
Lagenfaktor e’ nennen wir einen einfachen Punkt, den Punkt e 
dagegen einen vielfachen Punkt. Mehrere vielfache Punkte 
können wir addieren, und zwar verstehen wir unter der Summe 


*) A.F. Möbius, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827 (Ge- 
sammelte Werke I, Leipzig 1885). 

*, H.Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, 
und: Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862 (Gesammelte Werke I, ı und 2, 
Leipzig 1894, 1896). 

"=, H. Grassmann d. J., Punktrechnung und projektive Geo- 
metrie, Teil I, II, III, Halle 1894, 1896, 1898. Vgl. zum folgenden 
besonders den ersten Teil: Punktrechnung. 


verschiedener Punkte ihren Schwerpunkt, belastet mit der 
Summe der Massen der Einzelpunkte. Wir wählen nun drei 
Punkte e,, es, e,, die nicht in einer Geraden liegen, willkürlich 
aus und verfügen so über ihre Massen, dass ein beliebiger 
vierter Punkt e erhalten wird durch die Beziehung 


e=- Ahr re. 
Sind auf diese Weise die drei Punkte nach Lage und Masse 
bestimmt, so können wir auch jeden anderen Punkt a der 
Ebene aus ihnen ableiten durch die Gleichung 


a=a,&; +AzEs +15 &;, 
in welcher die a,, die „Ableitzahlen“, Faktoren sind, mit denen 
die Massen der „Fundamentalpunkte“ e,, es, e, multipliziert 
werden müssen, damit @ der Schwerpunkt der Punkte a,e, 
wird. 

Zwei Punkte, @, und @,, können zu einem „kombinatori- 
schen Produkt“ [a@, @,] verknüpft werden. Ein solches Produkt 
ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert: Es verhält 
sich distributiv gegen jede Summe, die an die Stelle eines 
Faktors tritt, und es verschwindet, wenn zwei Faktoren einander 
gleich werden. Geometrisch verstehen wir unter [e, «| = 4 
einen „Stab“, d.i. die Verbindungsstrecke der beiden Punkte, 
wenn a, und a, einfache Punkte sind. Besitzen a, und a; 
jedoch die Massen ın, und ıı,, so ist diese Strecke noch mit 
m, m, zu multiplizieren. In gleicher Weise bilden wir das 
Produkt la, Ga @,| und nennen es ein „Blatt\ der Ebene, ah 
die Fläche eines Parallelogramms, welches die Punkte a,,@,, @3 
zu Ecken hat, multipliziert mit dem Produkt der Massen der 
drei Punkte. Da sich verschiedene Blätter derselben Ebene 
nur der Grösse und dem Sinne nach unterscheiden, so fassen 
wir das Produkt |e, @«, @,] als blosse Zahlgrösse auf, deren 
Vorzeichen je nach dem Sinne des Blattes positiv oder negativ 
ist. — Ebenso multiplizieren wir auch mehrere Stäbe. Das 
Produkt zweier Stäbe |@ d » ac] = |e dc] » « ergibt den Schnitt- 
punkt beider, belastet mit der Flächenzahl desjenigen Blattes, 


u NE 


das die Stäbe bestimmen, wenn sie bis zu ihrem Schnittpunkt 
verschoben werden. Die erste Art der Multiplikation führt zu 
Grössen höherer Stufe und heisst progressive Multiplikation, 
die zweite, die Grössen niederer Stufe hervorbringt, regressive 
Multiplikation. Die Tatsache, dass für das regressive Produkt 
dieselben Regeln gelten wie für das progressive, steht im 
engsten Zusammenhang mit dem Prinzip der Dualität. 

In der projektiven Geometrie sind von besonderer Wichtig- 
keit die geometrischen Verwandtschaften. Zu ihrer analytischen 
Darstellung bedient sich Herr Grassmann der „extensiven 
Brüche“ *). Diese können im Gebiet dritter Stufe die Formen 
haben: 


e__ 81, @s, @3 we Aw, Zr 

= ———— = 
€, €9, eg Li, Es, E; 

a A,,4,, 4; geh I, ®%s, @z 
&ir., 9531, €3 Eı, Es, E; 


Jeder dieser Brüche ist durch die Bestimmung definiert, dass 
das Produkt irgend eines Nenners mit dem Bruch den ent- 
sprechenden Zähler ergeben soll, z.B. e.f=a,. Ausserdem 
sollen sich die Brüche bei der Multiplikation distributiv ver- 
halten. Ist etwa 


x=lı&eı tlsea ti3es 
so ergibt die Multiplikation mit ? 


tenaftnsotirsesfmrıe, La +L3 05. 

Analoges gilt für die übrigen Brüche. Einem beliebigen Ge- 
bilde wird demnach durch Multiplikation mit einem extensiven 
Bruch ein anderes zugeordnet, das aus den Zählern durch 
dieselben Ableitzahlen gebildet wird, wie das gegebene aus 
den Nennern. Daraus folgt weiter: Das Doppelverhältnis von 
vier Punkten einer Geraden oder von vier Strahlen eines 


*) Vgl. Ausdehnungslehre Nr. 377, S.240, und den IH. Teil der 
Abhandlung von H. Grassmann d. J.: Die linearen Verwandtschaften 
in der Ebene. 
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Büschels wird durch die Multiplikation nicht geändert. Die 
durch die Brüche vermittelten Abbildungen sind daher pro- 
jektiv. Durch f und 8 wird jedes Gebilde in ein gleichartiges 
verwandelt, die beiden Brüche stellen also Kollineationen dar; 
r transformiert jeden Punkt in einen Stab, }% jeden Stab in 
einen Punkt, sie sind demnach Reziprozitäten. 

Nun hatte Herr Grassmann bei Behandlung der Geo- 
metrie der geraden Linie *) zwei Projektivitäten p und q zu 
einem kombinatorischen Produkt [p q] verbunden und dieses 
in zweckmässiger Weise definiert **). Das Produkt hatte 
wichtige invariante Eigenschaften und war mannigfacher Ver- 
wendung fähig. Es erschien daher interessant, das ent- 
sprechende Produkt dreier Kollineationen in der Ebene zu 
untersuchen, und diesem Zweck ist die nachfolgende Arbeit 
gewidmet. Dabei wird sich zeigen, dass mit Hilfe dieses eigen- 
artigen Produktes viele Sätze über Kollineationen, deren Auf- 
findung und Beweis früher manchen Schwierigkeiten begegnete, 
auf einfache Weise abgeleitet werden können. 


*), H.Grassmannd. ]., Projektive Geometrie der Ebene, Bd. ı, 
S. 140. Leipzig 1909. 
**) Vgl. Ausdehnungslehre Nr. 504 f., S. 349. 
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Die Punkte der Ebene seien analytisch in Dreieckskoordi- 
naten dargestellt, d.h. sie sollen durch drei vielfache Punkte 
E1, &3, €, ausgedrückt werden, die nur der Bedingung unter- 
liegen, dass ihr äusseres Produkt von Null verschieden ist 
(s. Einleitung). 


(1) leı 2 e;] #0. 

Ausser dem „Fundamentaldreieck“ e, e, e, seien noch drei 
andere Dreiecke 2, @50,, 070, 0,, 61€, c, inider Ebene ge- 
geben, deren Ecken sich aus den Grundpunkten e, durch die 
Beziehungen ableiten lassen 


NEE EZ ar RZ N 
Ag — 01 &ı I ga Ca Fr as © 
2) db, ce, +b,es + b,8; 


Ep 
less: Ca eı Fr Co e3 a Ca 63 


Dann stellen die drei extensiven Brüche 


BA GEN ON SD CINE 
(3) = 19 2) 3 [— DIEA2 II 12, 2237003 


ey Es &s E1, E9, €3 e1, €9, 3 
drei Kollineationen dar, die wir zunächst der Betrachtung zu- 
grunde legen. 

Wir definieren nun eine gewisse Funktion der drei Kolli- 
neationen und dreier beliebiger Punkte xyz durch die Formel *): 


*) Das binäre Analogon der in diesem Parapraphen entwickelten 
Begriffe und Sätze findet sich in dem bereits oben zitierten Werke: 
H. Grassmann, Projektive Geometrie der Ebene, Bd. I: Binäres. 
Leipzig und Berlin 1909. S, ıy0 ff. Ihre Übertragung auf das ternäre 
Gebiet, die in dem noch nicht erschienenen zweiten Bande dieses 
Werkes folgen soll, verdanke ich mündlichen Mitteilungen des Herrn 
Grassmann. 


(4) [xy:2-fIm] = 


= [re-yl-zm) H[yE-2t- cm] tete ym 
— [xf-z1-ym]) — [yf-xl-zm —[zf-yl-xm] 


Für diese Funktion lassen sich folgende Sätze aufstellen: 


Satz 1. Jeder Zahlfaktor, der zu einer der sechs Grössen 
hinzutritt, kann vor das Produkt gesetzt werden. 


Beweis: [((gx)yz-fIm] = 


let ytesml Holst stem +) 


— olry2«Eilm]. 
Satz 2. Das Produkt [xyzeFfIm] ist distributiv gegen- 
über jeder Summe, die an Stelle eines Faktors eingesetzt 
werden kann. 


Beweis: [a + v)yz-fIim]) = 


174% 
En tat Te +bteetutult...) 


= |erstsul+bt-etuml+... 


Horst +testenlt...) 
— [u yz-fim]) + oyz- Elm]. 
Dasselbe gilt für die anderen Faktoren. 


Satz 3. Das Produkt [xy2-fim] verschwindet, wenn 
zwei der Punktfaktoren einander gleich werden. 

Beweis: [x x2- fIm] = 

Een [rf-xl-zm] + [xf-zI-m)+[zf-xl-xm] 

— [#7 f.zl-xm]) — |xt-xI-zm])— [zf-x1-xm] 
=. 
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Aus diesen drei Sätzen geht hervor, dass die Funktion 
als ein kombinatorisches Produkt anzusehen ist. 

Wir finden weiter: 

Satz 4. Bei Vertauschung zweier Punktfaktoren ändert 
sich das Vorzeichen des Produktes, bei zyklischer Vertauschung 
der drei Punktfaktoren bleibt es erhalten. 

Beweis: Wir setzen x—=a-+-v und bilden [x xz - £Im]=0 

(«+v) (ea + o)2-EIm] = 

— [uu02.Eim] + [ev3- tim] + [vu2- Fin] + [vos -flm]=0 
[vv2-fim]= — [vuz-flm] oder: 
xy: -fIn]=—|yxz-Eim] 

— — [xzy-1Iim] 
— —[zyx-flIm] 
—=+[yzx-flim] 
—+[:zxy-tIm]. 

Satz 5. Die Kollineationsfaktoren sind ohne Zeichen- 
wechsel beliebig vertauschbar. 

Beweis: [x y2-Ifm] = 

1 


En [rI-yt-zm]) + [yI-zf-xm] + [zI-xEf-ym] 


— [x1-28-ym] — [yl-xE-zm] —[eI-yE- cut. 


Vertauscht man in jedem Produkt die beiden ersten Faktoren, 
so ändern sich sämtliche Vorzeichen, und man erhält: 
Iryz-Ifm]=[xyz2-EtIm]. 

Die rechte Seite der Definitionsgleichung (4) ist ein Aggre- 
gat von Blättern, also selbst ein Blatt. Daher ist auch die 
linke Seite [x yz-fIm] als ein Blatt anzusehen, und zwar 
gehört dieses Blatt derselben Ebene an wie die Blätter [x yz] 
oder [e, e, e;3|. Der Quotient 

[xy2- Elm] 
Ivy 2] 
ist demnach eine blosse Zahl. Wir beweisen zunächst den 


IE 


Satz 6. Der Wert des Ausdrucks I ist von 
[#9 2] 
Lage und Masse der Punkte x, y, 2 unabhängig und folglich 


nur eine Funktion von f, I und m. 
Beweis: Wir setzen die Werte 
5) =Lheı tiere +36, y=Yıeı +92 &a TDds 65, 
z=tı eb Tie ea tie,” 
in den Quotienten ein: 
film] 

r [x y2 I 
Zr 
lEıeı + 2C2 + L363) Yıcı + Y2e2 + Y3&3) Bi eı + 32€C9 + 3563) + Elm] 

(ki ei + Laea + Ls es) Wıcı + 9sea H 95%) ee) 
Arle,e2e; Elm] 
Arle,eses] 


ler eses Tim] 
leı es es] 
Dabei ist 
Lı &p2 Ls 
A=|y, Y2 45 
dı d2 d3 


Hierdurch ist gezeigt, dass der Quotient seinen Wert nicht 
ändert, wenn man die Punkte xyz durch die Grundpunkte 
E| €; €, ersetzt; damit ist der Satz bewiesen. 

Der Quotient ist demnach nur von den Grössen f, I, m 
abhängig, und wir führen deshalb die Bezeichnung ein: 

(7) BEER el 

[xy 2] 
Diese neue Funktion nennen wir das „kombinatorische Pro- 
dukt der extensiven Brüche f, I und m“. 


Schreiben wir (6) in der Form 
(8) [*y2-fIm]= [x v2] - [fim], 
so erkennen wir, dass sich der Ausdruck [xyz-fIm] als 


DR 3 v Woche 


Produkt auffassen lässt, dessen einer Faktor das Blatt [x yz] 
ist. Der andere Faktor wird 


9) Fim= 
» leieses-Tlm]) 1 m, 
ee alle, es 65] A SE rd 
1 
Br 3ife,e;2;] [21 ö2 03] + las dscı]+Iasd1c3]—Teıdseal—lasdies]—lasdscı] 
:|eı €2 3 


Nach Satz 5 ist nun 


xy2-ltm]) [xy3-fim) _ 
Ifm Sa SE SERIEN film]. 
Da [x 2] [xyz] IE 
Satz 7. In dem kombinatorischen Produkt dreier Kolli- 
neationen sind die Faktoren ohne Zeichenwechsel vertauschbar. 


Ebenso folgern wir aus Satz 2: 


Satz 8. Das kombinatorische Produkt [fIm] ist distri- 
butiv gegenüber jeder Summe, die an die Stelle eines seiner 
Faktoren tritt: 


+fF)in]=[fim])+ Film]. 

Im folgenden soll nun die Frage untersucht werden: 
Welche Beziehung muss zwischen drei Kollineationen bestehen, 
damit ihr kombinatorisches Produkt verschwindet? oder m.a.W.: 
Welche geometrische Bedeutung hat die Gleichung [fIm] =0? 

Bevor wir jedoch zu diesem allgemeinen Problem über- 
gehen, betrachten wir zunächst einige Spezialfälle, die sich 


ergeben, wenn den Grössen F, I, ıt besondere Werte beigelegt 
werden. 


Sa 
Wir nehmen zuerst an: 
NEE ELBE 
Die drei Kollineationen werden dadurch einander gleich: 
(1) Dr 


RE A er 


Den Ausdruck 

rI— [Fl] 
nennen wir den Potenzwert oder die kombinatorische 
dritte Potenz von f. Nach Gleichung (7) des vorhergehenden 
Paragraphen erhalten wir dafür den Wert 


Ieyz-TER] 
2 ga 
a mE 
1 
a3 Ixf-yE-zf] + [yE-zf-afl+ [zt-aE-yEi— 
—[xf-2z-yE]- [yf-xt- 21] —[ef-yE- RP 
6 | 
a 
STatotezt] 
[x v2] 
oder auch [nach $ 1, Gleichung (9)]: 
leı ee; -tER] leıt-est-e;t] [21 @>@3;]| 
3 I T = a ee T”. 
So lei eses] leı ese3] leı es es] 


Wir erkennen daraus: 


Satz 9. Die kombinatorische dritte Potenz [f?] ist gleich 
dem Verhältnis der Inhalte zweier Dreiecke, deren erstes durch 
die Kollineation f aus dem zweiten abgeleitet wird. 


Ein besonderer Fall der Kollineation ist die Identität: 


1l= e; E9, e3 ‘ 
eı, e9, e3 j 
ihr Potenzwert ist 
A E ale 2 
9 N 


Wir betrachten nun eine Kollineation f, deren Potenzwert 
verschwindet, d.h. 


(5) [#3] _ a9] _g 


le, 2 es] 


NO RE 


Da der Nenner von Null verschieden ist, so wird die Gleichung 
dann und nur dann erfüllt, wenn 


(6) aa] =0. 
Wäre die Kollineation f umkehrbar, so müssten in dem 


inversen Bruch 
1 Anh, €; E95, es 


? q,, Rs, dy 


die Nennerpunkte ein eigentliches Dreieck bılden, d. h. es wäre 
le, @s a,]=]=0. Da diese Bedingung hier nicht erfüllt ist, so 
können wir sagen: 

Satz 10. Verschwindet der Potenzwert einer Kollineation, 
so ist sie nicht umkehrbar. 

Für das Verschwinden des Produktes [e, @, @,] gibt es 
verschiedene Möglichkeiten: 

I. Das Produkt wird gleich Null, weil seine sämtlichen 
Faktoren O sind; d.h. f hat die Gestalt: 

a ‚ah 00,008 

ey, €9, €3 
Jedem Punkt des ersten Systems entspricht der Wert 0, wir 
können daher schreiben 
(8) fe 08 
Wir nennen die Kollineation in diesem Fall eine „dreifach 
entartende“ oder „uneigentliche Kollineation“. 

II. Das Produkt [e, @; @,] verschwindet, weil zwischen 

seinen Faktoren eine Zahlbeziehung besteht von der Form: 
(9) 1, +: , +0,20, =V0. 
Diese Gleichung sagt aus, dass die Punkte @, auf einer Ge- 
raden @ liegen. (Hierbei können zwei der Punkte, z.B. a, 
und z., zusammenfallen; es wäre dann a, = zu setzen, und 
G wäre die Verbindungsgerade von a, und a,). Da in (9) 
nicht alle Koeffizienten gleichzeitig O0 werden dürfen, so können 
wir, wenn etwa a; =|=0, nach a@, auflösen und erhalten 


2 Aa A 


(10) - ’ i 


eı, E9, ez 


Ein beliebiger Punkt x der Ebene wird durch diese Kollineation 


umgewandelt in 


q 
aAr=lt, eo Feet Les) =Lıaı #20 4T; er 


a Ao 
=(b et, at (x: BR ts) a9. 


Alle Punkte des ersten Systems werden demnach in die Punkte 
der geraden Linie e, @,, d.i. die mit G bezeichnete Gerade, 
übergeführt. Insbesondere wird jedem Punkt der Geraden G 
wieder ein Punkt dieser Geraden zugeordnet werden. Die 
Gerade geht also durch die Kollineation in sich selbst über, 
sie ist eine Doppelgerade. Die einzelnen Punkte der Geraden 
werden jedoch im allgemeinen nicht mit ihren Bildern zu- 
sammenfallen. Da aber bei jeder Kollineation das Doppel- 
verhältnis von vier Punkten einer Geraden nicht geändert wird, 
so folgt daraus, dass die Punkte der Geraden G in eine pro- 
jektire Punktreihe desselben Trägers transformiert werden. 
Die Doppelpunkte der so entstandenen Projektivität, die nun 
reell und verschieden, reell und zusammenfallend oder komplex 
sein können, sind gleichzeitig zwei Doppelpunkte der Kolli- 
neation. 
Ein dritter Punkt besonderer Art ist der Punkt 


.— 0, et 120,6 
Sein Bild ist nach Gleichung (9) 
al—4,0, 7.2 - a,.2; =UQV. 

Schreiben wir af=0-z, wobei 3 ein beliebiger Punkt ist, 
so erkennen wir, dass wir jeden Punkt der Ebene, versehen 
mit der Masse 0, als Bildpunkt von @ auffassen können. Der 
Punkt a heisst der „Nullpunkt der entartenden Kollineation f“. 
Da af nicht notwendig auf G liegen muss, so können wir ihn 


DE ER, ar 


mit @ zusammenfallend annehmen (allerdings mit der Masse O), 
und wir erhalten so den dritten Doppelpunkt der Kollineation. 
Betrachten wir @ als dritten Grundpunkt neben e, und &,, 
so lässt sich f schreiben 
(1) se _ 9,90 
ER 
Auch hieraus geht ohne weiteres hervor, dass jedem Punkt 
der Ebene ein Punkt der durch z, und a, bestimmten Geraden 
@ entspricht. Kollineationen dieser Art heissen „einfach ent- 
artende Kollineationen“. 


III. Schliesslich kann noch der Fall eintreten, dass die 
drei Punkte @, @,s a, in einen, z.B. a, zusammenfallen. Dann 
müssen die Beziehungen gelten: 

(12) m, +, —0 mar taza3—=0 (a,0503==0). 
Für f ergibt sich daraus 


A, a 
q,, en ar qı 
b) 
e, eı; ez 


Das Bild eines beliebigen Punktes x ist demnach 


u [0 
t=(te, ta +Le)f=tıe, 820) Zus @, 
3 3 


Er A; . Qı & 
(x FR La d, C3 1 


Alle Punkte der Ebene werden hiernach durch die Kollineation 
(13) in einen Punkt a, konzentriert. Wir nennen ihn den 
„Hauptpunkt“. Der Hauptpunkt ist gleichzeitig ein Doppel- 
punkt. 

Den Gleichungen (12) entsprechend finden wir diesmal 
zwei Nullpunkte 


a=a,e,40,& a’=a,e;, +038;. 
Denn ihre Bilder sind 
N) ar — 0, a0, 0; = U oder 


at=0:.3 a t=0:.2". 


NN 


Wegen der Willkürlichkeit der Punkte 2° und 2°’ können wir 
sie mit @’ und @’' zusammenfallen lassen. Die beiden Null- 
punkte @’ und @’ sind daher auch Doppelpunkte. Wir erkennen 
aber sofort: Gibt es in einer Kollineation zwei Nullpunkte, so 
gibt es unendlich viele, nämlich sämtliche Punkte ihrer Ver- 
bindungsgeraden. Liegt @ auf der Geraden @’«a’, so ist 
er t— aa ta'a)t=dattagorer u 
Die Verbindungslinie a’ a’’ ist demnach eine Nullgerade. 
Benutzen wir die Nullpunkte a’ und a’’ als Fundamental- 
punkte neben e,, so wird 


(14) = 


I 


Auch diese Darstellung zeigt, dass sämtliche Punkte der Ebene 
in den Punkt z, übergeführt werden. Wir nennen eine Kolli- 
neation der Form (14) eine „zweifach entartende Kollineation“. 

Das Ergebnis können wir folgendermassen zusammen- 
fassen: 

Satz 11. Wenn der Potenzwert einer Kollineation ver- 
schwindet, so ist sie eine entartende Kollineation. Einfach 
entartende Kollineationen haben einen Nullpunkt (= oe), zwei- 
fach entartende haben oo! Nullpunkte, dreifach entartende 
haben 00°? Nullpunkte. 


Sr 
Als zweiten Sonderfall wählen wir I=m=]|, d.h. die 
Kollineation F soll mit zwei identischen Kollineationen kombi- 
natorisch multipliziert und das Produkt gleich Null gesetzt 


werden. 
Nach Gleichung (9) des $ 1 erhalten wir 


1 
(EU) SEN een ER ei te, srl: tz re] 
letrese| jet, es]—[estresei]i 


1 
an e2&3]+ [as ezeı]) + le; eı e2]}- 


Be 


Soll nın [fl 1]=0 werden, so folgt daraus 

(2) [eı es es] + les es eı| + las eı eel=. 

Ersetzen wir die e, durch beliebige andere Punkte xyz, so 
ist auch 

(8) [&E- ya) +[ot-eal+ et 20; 

denn die linke Seite unterscheidet sich von dem Polynom in 
(2) nur durch einen konstanten Faktor, nämlich die Deter- 
minante der Ableitzahlen [s. $ 1, Gleichung (6)]. 

Die Gleichung (3) ist jetzt geometrisch zu deuten. Da 
die Punkte xyz willkürlich gewählt sind, so werden die Sum- 
manden im allgemeinen nicht einzeln verschwinden. Wenn 
aber die Punkte so gelegen sind, dass zwei der Summanden 
verschwinden, so ist auch der dritte gleich Null. Wir können 
also wegen der Willkürlichkeit von xyz diese Punkte so wählen, 
dass beispielsweise die beiden ersten Summanden OÖ werden. 
Wir haben zu diesem Zweck zu setzen 
(4) [#t-9.2]=0 222% 0 
Die Punkte x und y seien beliebig, aber fest angenommen; 
dann fordern die Bedingungen (4): Der Punkt 2 muss 1. mit 
xt und y, 2. mit yf und x je in eine gerade Linie fallen. 
Unter dieser Voraussetzung reduziert sich die Gleichung (5) auf 


Ef-x-97]=0, 
d.h. zf liegt auf der Geraden xy. (Figur 1.) 
5 | 
yi 
xt 
ef y z x? 
Figur 1. Figur 2, 
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Verbindet man daher von zwei beliebigen Punkten x y 
jeden mit dem Bild des andern, so schneiden sich die Ver- 
bindungslinien in einem Punkt 2; das durch die Kollineation f 
entworfene Bild von 23, d.i. der Punkt zf, liegt dann mit x 
und y in einer Geraden. Das Dreieck xfyfzf ist demnach 
dem Dreieck xyz bei dieser Wahl der Punkte xyz einge- 
schrieben. 

Während die Wahl der Punkte x und y keiner Beschrän- 
kung unterliegt, gibt es zu fest gewählten x und y nur einen 
Punkt 2, der mit ihnen ein Dreieck der beschriebenen Art 
bildet. Da für jeden der beiden Punkte oo? Möglichkeiten 
bestehen, so ist die Zahl der Dreiecke mit der erwähnten 
Eigenschaft &#. 

Sollten zufällig in Gleichung (2) die Summanden einzeln 
verschwinden, so gehört das Fundamentaldreieck e, e, e; auch 
zu diesen Dreiecken, deren Bilder ihnen selbst eingeschrieben 
sind. 


Satz 12. Erfüllt eine Kollineation f die Bedingung [f11]=0, 
so’ gibt es o0* Dreiecke x92, deren Bilder Tyr 7 5 
ursprünglichen Dreiecken eingeschrieben sind. 

Eine solche Kollineation befindet sich (nach einem von 
Herrn Pasch *) eingeführten Ausdruck) in eingeschriebener 
Dreieckslage, oder man sagt: das System a der Punkte a 
befinde sich in eingeschriebener Dreieckslage gegen das System e 
der Punkte e. 


Satz 13. Unter der Bedingung [f11]=0 befindet sich 
die Kollineation f in eingeschriebener Dreieckslage. 

Wir nehmen nun eine Reihe von Punkten x, xE, xFff 
—x®’, x®°,....xT® an, von denen jeder das Bild de ver 
hergehenden ist. Setzen wir x, xf, x? an Stelle der seither 
mit xyz bezeichneten Punkte in Gleichung (3) ein, so er- 
halten wir 


*) M. Pasch, Zur Theorie der Collineation und Reciprocität. 
Math. Annalen Bd. 23, S. 419. 1884. 
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Hierin verschwinden die beiden ersten Produkte, da in jedem 
zwei Faktoren einander gleich sind. Die Gleichung verkürzt 
sich daher auf 

(6) Be, 

d.h. der Punkt x? liegt in einer Geraden mit den Punkten 
x und xf*). Ebenso können wir aber auch von dem Punkte 
x ausgehen und finden, dass xf* auf der Geraden |xf- xFf?] 
liegt, u.s.w. Allgemein lautet das Gesetz: 


Satz 14. Ist [[11]=0, so geht von jedem Punkt x der 
Eberesen Kinienzug 2, #1, 2 Ta... 22 f#laus, bei dem jede 
Ecke x" auf der Verbindungslinie der Punkte x f"-3 und 
at Hest., (Bigur 2.) 

Ist x speziell ein Punkt einer Doppelgeraden, so bildet 
der Lienenzug eine gerade Linie. 

Während sich für alle Dreiecke der Ebene eine aus- 
gezeichnete Lage nicht feststellen lässt, besteht ein allgemeiner 
Satz für sämtliche Vierecke. Wir nehmen vier beliebige Punkte 
X, #9, Xy, X, in der Ebene an; ihre Bilder sind x, &, x; £, 
x; x,. Dann lautet der erwähnte, von Herrn Pasch **) 
gefundene Satz: Befindet sich die Kollineation f in einge- 
schriebener Dreieckslage, so ist es möglich, ein vollständiges 
Vierseit zu konstruieren, welches dem durch die Punkte x;, %s, 
X%g3, X, bestimmten vollständigen Viereck verkehrt einge- 
schrieben, dem Viereck x,E x, x, x, umschrieben ist. 

Wir sagen, ein vollständiges Vierseit sei einem vollstän- 
digem Viereck eingeschrieben, wenn seine sechs Ecken auf 
den sechs Seiten des Vierecks gelegen sind. In unserem Fall 
bezeichnen wir diejenige Ecke des Vierseits, die auf der Seite 
X, X, liegt, mit /,, usw., und diejenige Seite des Vierseits, 


*) Clebsch und Gordan, Über biternäre Formen mit contra- 
gredienten Variabelen. Math. Ann. Bd. ı, S. 371. 186g. 

*) M. Pasch, Über Viereck, Vierseit und projektive Verwandt- 
schaft in der Ebene. Math. Ann. Bd. 26, S. zır. 1886. 
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die z.B. die Ecken 2,,, Ps, 2, enthält me A m aaın 
hiernach der Schnittpunkt X, X, auf der Seite x,x, liegt u.s.w., 
so nennt Herr Pasch das Vierseit X, X, X, X, dem Viereck 
X, X3X3 Xı „verkehrt eingeschrieben“. Der obige Satz sagt 
dann aus: Das Vierseit kann so gewählt werden, dass x, 
auf X,,.2,F auf X, %,F auf X, und a. ft aa 
(Figur 3.) 


Figur 3, 


Dieser Satz soll aus der Bedingung [f11] = hergeleitet 
werden. Ihr sind aber folgende vier Gleichungen äquivalent, die 
man erhält, wenn man. die Punkte x%,,%5, %:,%, zu Geoüppr 


von je dreien kombiniert und auf jede die Gleichung (3) an- 
wendet: | 


RR TRLEN: 


(7a) [%ı 8-%:%,]+ [2% 8-%, 0] + [8% EX, 8%] = 0 
(7b) EZBZEZET BEZERET tet .x,%]|=0 
(7 c) X; 8-%,%,]+l%ı8-°%, 8%] + [%ı 8-2, %,]=0 
(7d) I%, 8-7, %) + lXı 8-%%) + 19-2, X] =0. 


Es gilt zunächst, die Bedingung dafür aufzustellen, dass 
das vollständige Vierseit A, X, X, X, dem vollständigen 
reckr ar, 2, verkehrt einseschrieben!!ist. Durchlivier 
Eünktier 225, 053, Paıs 24, ist das Vierseit festgelegt, Wir setzen 

Pıa = Pı2 X + Paı %2 
Pas = Pas Xa + P32 %3 
(8) r 
3 Ps + Piz X 
Pr = Part Pudı . 
Wenn aber die beiden anderen Ecken des Vierseits, ?,, und 
P,., auf den Seiten x, x, bzw. x, x, liegen sollen, so können 
die Ableitzahlen p,, nicht unabhängig voneinander sein, und 
zwar lauten die Forderungen, die sie noch zu erfüllen haben, 


(9 a) [Zıs- X .x;]| = Bo Ay-Xı>Xs] —— (#34 Pa) (dıa Pas) .X1-X3] =() 
(9b) | Pas’ X2* 2, Be Agz.Xg* el [( 34 Pas) (Pı2 Par) .Xy-X,] == 0)r 
Die erste Gleichung formen wir um, indem wir die Werte (8) 
einführen: 
[934 X3 + Pas x) (Paı % + PıaXı)-(PıaXı + Paı x) (Pas Xa 4 Pa2 x) a x] —=0 
[934 Paı E2%71 —+ PsaPı4 [X3X1] —+ Pas Pı4 |x4x1]) (Pıs Das lxı X] + Pı2P32 IrıXs] + 
+ Paı aa [x2x%3]) X .x;] —=( 
[(Ps4Paı [x3x%;,] - Pa Pıs Ezea1 —+ Pas Pıa Barral (Pıa Pas x XoX3] oe rer 
— Da1ıP32 [x1X2%3] 5 %;] =0 
Pı2 Pas Pas Paı [X 3 Xu Xı ] — Pas Pıa Paa Paı [Xu %ı X] = 0 
Pı2 Pas Pas Paı — Paı Pa2 Pas Pıa 
(10) Pı2 Pa3 i Bun Pa Wr 


Paı Pa Pas Pıa 

Paı Paı Pag Pas 

P14 an Pıa Pas Pa 
Rechnen wir in der gleichen Weise die zweite Bedingung (9b) 
aus, so erhalten wir dieselbe Relation wie aus der ersten. 


ED ER 


Sind. demnach die p,, nach (10) so bestimmt, dass die Gleichung 
(9a) befriedigt ist, so ist damit auch die Forderung (9b) erfüllt. 
Wir haben hierdurch einen Satz über vollständige Vierecke 
und Vierseite bewiesen, der folgendermassen lautet: 

Liegen von den sechs Ecken eines vollständigen Vierseits 
fünf Ecken auf 5 Seiten eines vollständigen Vierecks, so liegt 
auch die sechste Ecke des Vierseits auf der sechsten Seite 
des Vierecks. 

Zur Fortführung des Beweises schreiben wir nach (10) 
an die Stelle von (8): 


Pıa = PıaXı 4 Paı X 
Pas = Pas Xy + Pa2Xz 
(11) 
Pa = Par: + Pad 
Par = Paı Pan Pas Xı 4 Pı2 Pas Pau Xı 
Da die drei Verhältnisse %, 1, #4 
Paı Ps2 Pas 
ankommt, noch nicht bestimmt sind, so können wir sie noch 
drei Bedingungen unterwerfen, und wir verlangen, dass die 
drei Punkte x, f, x,T, x, auf. X, 2, X lem 
Ir, 8-X,]= [1% E- as» Zul] = 0 
(12) X t- X] = [%, 8 Par Pal = 0 
xsf- X] = [#3 E- Par» Ze] =0. 
Der Beweis läuft nun darauf hinaus, zu zeigen, dass im Falle 
[f1l1]=0, oder, was dasselbe bedeutet, bei Gültigkeit der 
Gleichungen (7), auch der Punkt x, f auf X, liegt, wenn die 
Beziehungen (11) und (12) erfüllt sind. 
Wir führen zu diesem Zweck die Werte für die /,, aus 
(11) in die Gleichungen (12) ein und erhalten 


IX, 8° Pas» ul Ps palaı fr, &5] + Pas Pas [X X, X, + 

+ Pa2 Pas [X 8° X, 8, | = 0 Pia Pa4 Paı 
[X E - Psa * Da] = Pa Paı Pa2 Pas [rs f» X3 X,] + Pas Pıa Pas Pau EZESZZE FE 

+ Pas Pıa Pas Pas [5 F- X, X, |=0 | Paı 
[#3 8 * Par * 12] = Par Par Pas Pıa [as fx, &ı] + P5ı Pse Pas [X Ex, 05] + 

+ Pı2 Pas Paa Paı [X 3 fr, 85 ]=0| Pr 


‚auf die es ja allein 


Wir multiplizieren mit nebenstehenden Faktoren und addieren. 
Dies ergibt 
Pıa Paı Pas Pla: t.x%,x%,|+[2,8-%; x,] +l%; fx, x.]} 

+ Pı2 Pas Paa Paı Pas [x t-x,2,|+l%,f-x, x] 
=} Pa2 Pas Pı2 Pau Pa llx, t-.x;,x,|+[#sf-%, “+ 

+ Pa4 P2, Pa2 Pas dez t-2,%,1+1238-x, x;]} —0. 
Die erste Klammer verschwindet wegen Gleichung (7a), die 
zweite hat wegen (7d) den Wert — [x,f-x, x;], die dritte 
hat wegen (7c) den Wert — [x,f-x, x;], die vierte hat 


wegen (7b) den Wert — [x,f-x3%,]. Setzen wir diese 
Ausdrücke ein, so bekommen wir: 


(13) Pıapa[r; f- 2, X] + Pıapaa|rı E-%, X] 4 Papalrı ER, X ]—=0. 
Diese Gleichung stimmt aber mit der Gleichung 
(14) X t-Al= la Papa) = 0, 
die zu beweisen war, in den linken Seiten überein, wie man 
erkennt, wenn man in (14) /,, und /,, durch ihre Werte aus 
(11) ersetzt und ausmultipliziert: 
[X.8-X,]=[x4F8- Pr » Pas] = Ir, 8 Pia Xı 4 Peı X) (Pas %a + Pa2 X )] 
= PP |, Fr, rl + Pipe [af RR] + Papa |rı ER 85]. 
Folglich ist bewiesen 
x.,t-X,]=0, 
d.h. unter den angegebenen Voraussetzungen liegt auch der 
Bunkeroat.auf' X. 
Wir können also im Falle [f11]=0 ein vollständiges 
Vierseit finden, das dem vollständigen Viereck X, X, %3 X, 
verkehrt eingeschrieben und dem Viereck x, x,f x,f xjE 
umschrieben ist. Wir sagen, das Viereck x, % X, %ı 
„ruhe“ auf dem Viereck x,f x,f x,? x,f, oder das Viereck 
Bez an lesstütze, das Viereck 7, %3.%7%, 2). 


*) J. Kraus, Die geometrische Deutung von Invarianten, welche 
bei ebenen Kollineationen auftreten. Diss. Giessen 1886. $ 6. S. 12. 
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Satz 15. Erfüllt eine Kollineation f die Bedingung [f11]—=0, 
so ruht jedes Viereck x, X, X; x%, des ersten Systems auf dem 
ihm entsprechenden Viereck x,f x,f x,f x,f des zweiten. — 

Schliesslich soll noch gezeigt werden, dass die von Herrn 
Pasch zugrunde gelegte Invariante | 


dh Velen uk PP watt 
aus der Gleichung [f11]=0 abgeleitet werden kann. 

Am einfachsten ist folgender Weg: Man setzt in die Glei- 
chung’ (2) die Werte für 2,, 2,, a2; nach $ 1, Gleichung 2) 272 
l(anes + Aızes + ısC3) ege;]|+ [(asıeı + A2Cz + Qssez) eze,] + 

+ [(asıe, + 3203 + Qs363) e1 es]=0. 
Durch Ausmultiplizieren erhält man 
anleı ea es] + Anles eseı] + Qsles e; es] =. 
Da [e, ese;| = [e> 63 &ı | |; &ı 2] ==0 ist, scodanıı 
hierdurch dividieren und findet 
(15) At ae + a3 —=0. 
Eine andere Ableitung, die darauf beruht, dass man jede 


ebene Kollineation aus 3°? entartenden Kollineationen zusammen- 
setzt, sei hier nur erwähnt *). 


Satz 16, Ist [f11]) —0,d. h. beindet sich de 7 
neation f in eingeschriebener Dreieckslage, so besteht die 


Beziehung an tage tag). 


S4, 


Es sei nunmehr ([=f und m=1. Nach Gleichung (9) 
des $S 1 bilden wir den GeRIES 


D NS fe 10303) + [aya,21]+ [ara es] — 


— [@ga,e3]—[azage,] — [eı @; l 


3le, a 1 lasaze,]+ [eze; es] + [eı 85 e;] 


*) Vgl. H. Grassmann, Gesammelte Werke I, 2, Nr. 381. 
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Aus der Bedingung [fFF1]=0 folgt also 

(2) [as @s eı] + lese, es] + le, @3 e;| = 

oder, wenn wir wieder die Punkte e, durch beliebige andere 
Bünkte a, we 2 ersetzen, 

(3) Iyt-zf-x] + [zf-xt-y] + [rt-yF-2]=0. 

Werden die Punkte x, y, z willkürlich gewählt, so werden 
die einzelnen Summanden der linken Seite im allgemeinen 
von Null verschieden sein. Wählt man aber die Punkte so, 
dass zwei Summanden verschwinden, so verschwindet auch 
der dritte. Wir wollen z. B. über die Punkte so verfügen, 
dass die beiden ersten Summanden gleich Null werden: 

(4) Iyt-zf-x2]=0 ei EAN: 

Sind x und y beliebig angenommen, so erfüllt ein Punkt zf 
die vorstehenden Bedingungen, wenn er sowohl auf der Ge- 
raden x-yf wie auf der Geraden y»xF liegt. In diesem 
Fall verkürzt sich (3) auf 

(d) [xt-yf-.2]=0, 

d.h. der Punkt z, dessen Bild in der Kollineation f der Punkt 
3f ist, liegt mit xf und yf in einer Geraden. Das Dreieck 
xtyfzf ist daher bei dieser Wahl der Punkte dem Dreieck 
x yz umschrieben. 

Zwei Punkte können also willkürlich angenommen werden, 
zu jedem derartigen Punktepaar gibt es aber nur einen dritten 
Punkt in der Ebene, der mit ihm ein solches ausgezeichnetes 
Dreieck bildet. Die Zahl dieser Dreiecke ist folglich oo*. 

Man sagt, die Kollineation befinde sich in umschrie- 
bener Dreieckslage. Sie zeigt demnach die umgekehrten 
Eigenschaften wie die im vorigen Paragraphen behandelte 
Kollineation. Beide Kollineationen sind zu einander invers. 


Satz 17. Genügt eine Kollineation f der Bedingung [ffl] = 0, 
so befindet sie sich in umschriebener Dreieckslage, d.h. es 
gibt 00° Dreiecke des ersten Systems, denen die entsprechenden 
des zweiten umschrieben sind. 


Sn 


Wir betrachten wiederum die Reihe der Punkte x, xF, xF?,... 
Die drei ersten setzen wir an Stelle von xyz in die Gleichung 
(3) ein: 

[:#?-.x7°-.x] + [ef?-xt-xfl + [et -rT 
Die beiden letzten Summanden verschwinden wegen der Gleich- 
heit zweier Faktoren, folglich ist 

Basen] u. 
x? liegt in einer Geraden mit x und xf?. Ebenso können 
wir von einem der weiteren Punkte ausgehen und finden all- 
gemein: 


Satz 18. Wenn [ff1] = ist, dann geht von jedem Punkt 
x der Ebene ein Linienzug x, xf, xt?...xT*... aus, bei dem 
jede Ecke xf* auf der Verbindungslinie der Punkte x r3 
under er alicot 

Der Linienzug wird wieder zu einer geraden Linie, wenn 
der Punkt x einer Doppelgeraden der Kollineation angehört. 

Auch ein analoger Satz über Vierecke lässt sich aufstellen: 


Satz 19. Wenn [ff1]=0 ist, dann stützt jedes Viereck 
%, %3:%, %, das ihm entsprechende Viereck ,. Ts rt 20 2 

Es gibt also ein vollständiges Vierseit, das dem vollstän- 
digen Viereck x,f x,f x,f x,f verkehrt eingeschrieben und 
gleichzeitig dem Viereck x, X, %,%, umschrieben etz ar 
Beweis wird in gleicher Weise geführt wie im vorhergehenden 
Paragraphen; nur sind in allen Gleichungen die x, mit den x,f 
zu vertauschen. 

Setzen wir in Gleichung (2) die Werte für @,,@,,@, aus 
$ 1, Gleichung (2) ein, so gelangen wir zu der Beziehung 


(aıı Qga — (a agı) + (Asa QAg3 — (gg (gg) + (As3 QA1ı —Azı Q13) =0. 
Die einzelnen Summanden sind aber die Unterdeterminanten 


A, in dem Determinantenschema der OR Daher ist 


(6) YArı + gs + Ass = 0 . 


SR ; RE 
Da nun die inverse Kollineation ry welche die a, in e, ver- 
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wandelt, die Ableitzahlen W,, besitzt, so entspricht (6) der 


Gleichung = 0 für die Kollineation re r befindet sich dem- 


nach in eingeschriebener und f in umschriebener Dreieckslage. 


8 5. 


Wir vereinigen nun die Bedingungen der beiden vorher- 
gehenden Paragraphen und verlangen, dass 


(1) Ell]—0 und .[EFl]=0 
gleichzeitig erfüllt werden. Für (1) können wir schreiben 


(2) leı es esl+ les e; el+le; e, €&|=0 und 
las as eı| + les aı es] + leı 8; e;] = 0 
oder auch autag ta3=0 und Aut Aa + YUz=0. 
Eine Kollineation dieser Art müsste die Eigenschaften 
der beiden vorher beschriebenen gemeinsam haben, d.h. sie 
müsste sich gleichzeitig in eingeschriebener und umschriebener 
Dreieckslage befinden. Um uns über diese Lage Klarheit zu 
verschaffen, gehen wir zurück auf die Sätze 14 und 18. Satz 14 
sagt aus: Im Falle [f1 1] =0 liegt x f? auf der Geraden x-xF; 
nach Satz 18 liegt xT? im Falle [FFl]=0 auf der Geraden 
x%-x®?”. Da jetzt beide Bedingungen zusammen gelten, so 
kann xf? nur im Schnittpunkt der beiden Geraden x-xf 
und xx? gelegen sein, d. i. aber der Punkt x. (Wir sehen 
vorläufig von dem Fall ab, dass alle vier Punkte x, xf, xf?, xf? 
in einer Geraden liegen, die dann eine Doppelgerade der 
Kollineation ist.) 


Satz 20. Genügt eine Kollineation f den beiden Be- 
dingungen [F11]=0 und [ff1]=0, so führt sie bei drei- 
maliger Anwendung jeden Punkt x der Ebene, der nicht auf 
einer Doppelgeraden liegt, in sich selbst über. 

Hierbei kann jedoch die Masse des Punktes x f? von der 
des Punktes x verschieden sein; wir setzen 


(3) Aura A 


er Da 


Benutzen wir nun x, xf, x? als Grundpunkte, so können 
wir f in der Form darstellen: 

Ba a na 

N x 


CE I 


Jeden Punkt z der Ebene können wir dann durch x, xf, x?’ 
ausdrücken, z. B. 


eh rt rt 8. 
Wenden wir f dreimal auf 3 an, so erhalten wir 


ef =y1rl 5x 495% 

:P—y,rP +g3:% +93 Rt 

Pag +9. rt +9 gez. 
Die Beschränkung, dass 2 nicht auf einer Doppelgeraden liegen 
darf, fällt jetzt weg; denn wir können auch jeden Punkt einer 
Doppelgeraden aus x, x, x? ableiten. Die Beweisführung 
erleidet dadurch keine Änderung. Folglich gilt sie (und damit 
auch Satz 20) für jeden beliebigen Punkt. 


Satz 21. Wenn [f 11J]=0 und [ff1]—=0, so wird jeder 
Punkt der Ebene durch dreimalige Anwendung der Kollineation f 
um denselben Zahlfaktor geändert. 

Aus (3) folgern wir 
(9) ı—=$. 

f? nennen wir die Folgepotenz der Kollineation. Sie ist 
in unserem Fall eine konstante Grösse. 

Für den Potenzwert [f?] [vgl. $ 2 Gleichung (2)] finden 
wir nach (4) den Wert 

sale 
(6) ]= "Tree g. 
Der Potenzwert ist bei der vorliegenden Kollineation ebenfalls 
eine konstante Grösse und zwar gleich der Folgepotenz. 

Eine derartige Kollineation heisst trilinear oder ternär 
cyklisch. Sie ist das Analogon zur Involution in der Geo- 
metrie der Geraden. Nun ist eine Projektivität in der geraden 
Linie dadurch als Involution gekennzeichnet, dass ihre Haupt- 


u 


zahlen r, und tr; (d.h. diejenigen Zahlfaktoren, mit denen die 
Doppelpunkte bei Anwendung der Projektivität multipliziert 
werden), entgegengesetzt gleich oder m. a. W. den Quadrat- 
wurzeln aus der Einheit proportional sind. Wir zeigen, dass 
bei trilinearer Kollineation die Hauptzahlen r,, t,, t, den 
dritten Einheitswurzeln proportional sind: 
Die Doppelpunkte Seien 2,, ds, d,;, d.h. 
dt=r,d, (d,==0, ?=1,2, 3) 
da; —Hd=0d. 
Jeden Punkt d, können wir durch die Grundpunkte e,, 5, £3 
ausdrücken; zwischen den drei Punkten e, (1,—P), es 1; —P), 
£3 (t,—) besteht dann nach der letzten Gleichung eine Zahl- 
beziehung, und es ergibt sich 
9-9, d=0. 
Durch Ausmultiplizieren erhalten wir 
leseseslit -leık- ezes]-+lesk-ese]+lesk- eies]) E 
+ Ifegtresfre,]+lesfreskresl+[eifresk-es]ir,—[eik-est-est]—0. 


Wir dividieren durch [e, e; e;] und berücksichtigen $ 3 
Gleichung (1), $ 4 Gleichung (1) und $ 2 Gleichung (3): 


vw —3lflll, +3 [fl], — [R]=0. 
Bei ternär cyklischer Lage der Kollineation E ist aber 


il a en 


folglich vereinfacht sich die Gleichung auf 
5 —g9=0. 
Wir haben damit eine rein kubische Gleichung für r, gefunden, 
die drei Werte r, sind daher den dritten Einheitswurzeln pro- 
portional. 
Die ternär cyklische Kollineation entspricht also auch 
analytisch der Involution. 


Ben 


80, 
Es seien zwei Kollineationen f und I gegeben. Zunächst 
sollen sie der Bedingung unterliegen: 
(1) kant: 
Hierfür schreiben wir nach $ 1, Gleichung (9): 


1 
3fe,ese;] a, 656514 [@3036,]+ [@381 23] —i() oder 


(2) [@16203]+[e2030,]+[e30,5:] =. 
Dieser Fall ist analog dem im $ 3 betrachteten. Nur 
ist an die Stelle der Identität 1 die Kollineation I getreten, 
und infolgedessen an Stelle von e,, e,, €; die Punkte d,, d,, d,. 
Denken wir uns eine Kollineation F! eingeführt, welche 
die Punkte d, in die Punkte @, transformieren soll, also 


fi] = 


@1, @5, @3 
E ba, b; 
so befindet sich f! in eingeschriebener Dreieckslage, wie ein 
Vergleich von (2) mit $ 3 Gleichung (2) lehrt. 

Auch diesmal bleibt die Gleichung (2) richtig, wenn man 
die Grundpunkte e, durch beliebige Punkte x yz ersetzt (Satz 6): 


[xt-yl-z1) + [yf-zI-- 1] +fkF-al-9l)=d. 
Es gibt also 0% Dreiecke xyz, deren erste Abbildung x 
yEt zf der zweiten x I yl zl eingeschrieben ist (Satz 12), und 
jedem Viereck X, %3 X, X%7z entsprechen zwei Vierecke x, 
%t %,8 z,t und x,! 2,1 2,1 %,T, von denengas 
das zweite stützt (Satz 15). 


Wir fassen das Ergebnis in den Satz zusammen: 


= 


)) 


Satz 22. Wird ein Punktsystem e durch zwei Kolli- 
neationen f und I! transformiert, die der Bedingung [EI 1] =0 
genügen, so befindet sich das Punktsystem «, das aus e durch 
die Kollineation f entsteht, in eingeschriebener Dreieckslage 
gegen das System ß, das aus e durch die Kollineation I her- 
vorgeht. | 


PR e 


Lautet die Bedingung, die fund I erfüllen sollen, dagegen 
(3) r—=0, 
so bedeutet dies 
(4) [@asa3d,]+ lese, dsl + leı@2d;]=0 oder 

[vF-zE-x1] + [sf- ap + [at yE-ll=0,. 

Dieser Fall ist offenbar die Umkehrung des vorhergehenden, 
wie auch schon aus dem Umstand ersichtlich ist, dass für 
[EEI] auch [LEE] geschrieben werden kann (Satz 7). f und I 
haben also ihre Plätze vertauscht, die Kollineation F', die 2, 
in a, verwandelt, befindet sich jetzt in umschriebener Dreiecks- 
lage ($ 4). Es gibt oo? Dreiecke xyz, deren erste Abbildung 
xt yEzt der zweiten xI yl zI umschrieben ist. Jedem 
Viereck entsprechen zwei andere, von denen das durch f ge- 
bildete auf dem durch I gebildeten ruht. Wir können daher 
mit Anlehnung an Satz 22 sagen: 


Satz 23. Ist [F£I]=0, so ist das System « in umschrie- 
bener Dreieckslage gegen das System ß. 


Werden schliesslich beide Bedingungen [fIl]=0 und 
[FE] = 0 vereinigt, so besagt dies, dass die Kollineation F 
(oder auch die zu ihr inverse) ternär cyklisch ist. 


SR 


Wir gehen jetzt zu dem Fall über, dass die drei Faktoren 
des kombinatorischen Produktes verschieden sind. Bevor wir 
jedoch das allgemeine Problem [fIm] =0 behandeln, wollen wir 
es zuerst dahin spezialisieren, dass mı gleich der Identität wird. 


(1) [EEL] = 0rereibt 

(2) [asö3e,]+ lasdıes]-+ [er dses] -Tesdseı]l-Teıdses]—[e2dıes] —(0 
oder für beliebige Punkte 

(3) [yf-21-x] + [2f-r1-y]+ [re yle2] - [zf-. 1-2] [af-21-y]—-[yF-rl-2] =0. 


EDEN 


Diese Gleichungen sagen uns zunächst aus: Verschwinden 
fünf Glieder des Aggregates auf der linken Seite, so ver- 
schwindet auch das sechste. Das Dreieck xyz hat dann zu 
den beiden ihm entsprechenden Dreiecken zT yfzf und 
x\ yl 21 folgende Lage: x liegt auf der Geraden y?-zI und 
auf yl-zf, d.h. im Schnittpunkt beider, y liegt im Schnitt- 
punkt von xE-z1[ und xIl-zf, und 3 liegt im Schnittpunkt 
vonxf-ylundxI:-yf. Fastman zfyfztfalyır zo 
Sechseck auf, so erhält man x yz als Schnittpunkte der Gegen- 
seiten. Da hierzu fünf Bedingungen erfüllt sein müssen, so 
gibt es oo1 Dreiecke dieser Art. 

Damit haben wir jedoch noch nicht das allgemeinste Er- 
gebnis erhalten, das sich aus (3) ableiten lässt. Vielmehr ist 
auch ein Verschwinden des Ausdrucks möglich, wenn nicht 
alle Glieder einzeln OÖ werden. Wir fassen die Glieder mit x, 
die mit y und die mit z paarweise zusammen: 


(IyFf-z1-x] a lzf-yl-x]) + (laf-xl-y] au [xf-21-y]) 4 ([xf-yl-2]—[yF-xl-2]) a 
oder 
(4) 
(aE2t-&] Holst) +lef-2ley] Het rt y)) HR ptee]HetyEe) 0. 
Dazu führen wir die Bezeichnungen ein 
yE- 21] + [yt-21])=U 
(8) [zf-x + [z1-xf]=V 
rt» +[al-»f]=W. 
Diese Gleichungen multiplizieren wir der Reihe nach mit x, y, 2 


[yt-z1-x2] + [yl-z2f-2]= [Ur] 
(6) [28-x1-y]+l21-#t-yJ—=[V y 
[rf-yl-2]+[x1-yi-2]=[W 3] 


und setzen die gefundenen Ausdrücke in (4) ein: 


M) [Y21+ [7] +[W2]=0. 

Ein Vergleich mit $ 4, Gleichung (3), lässt uns sofort erkennen, 
dass hier wiederum umschriebene Dreieckslage vorliegt. Denn 
Gleichung (7) besagt: Liegt x auf der Geraden U und y auf V, 
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so liegt z auf der Geraden W, wobei U, V, W durch (5) defi- 
niert sind; das heisst aber: das Dreiseit UV WW ist dem Dreieck 
umschrieben. Wir können auch eine Kollineation f' einführen, 
welche die Punkte x, y, 2 in die Ecken des Dreiseits UVW 
transformiert: ‚ ZalS Ä 
&) e I7’w), |WU), eat | 
x $ 44 y z 
Diese Kollineation befindet sich offenbar in umschriebener 
Dreieckslage. Denn bilden wir die Bedingungsgleichung für 
diese Lage nach $ 4, Gleichung (2), so ergibt sich 
IN U.UV.x]+[UV.-VW.»| +|V/W.WU.:z] =0 
IWUV][U%]) +IUVW] Be +[7”WU][W:) =0 
[ur wIdoa] + [+ 1We) —0 

[v2] +[vy]l+[we]) =0. 
Die Bedingung [F !1]=0 stimmt daher mit Gleichung (7) 
überein. 

Es fragt sich nur noch, über wieviel Punkte wir frei ver- 
fügen können, um ein Dreieck xyz der gewünschten Art zu 
erhalten. Um dies zu entscheiden, nehmen wir an, in (7) ver- 
schwänden die beiden ersten Summanden: 


9) IUx]=[yf-zI-x] + [yl-zf-.x]=0 
BE en ee De 

Wählen wir in diesen Gleichungen x und y beliebig, so stellen 
sie zwei lineare Gleichungen für den Punkt 3 dar, sie sind 
also die Gleichungen zweier geraden Linien, deren laufender 
Punkt der Punkt z ist, d.h. durch willkürliche Annahme der 
beiden Punkte x und 9 wird vermöge der Gleichungen (9) 
auch der Punkt z eindeutig festgelegt, wie auch die Kolli- 
neationen f und ! beschaffen sein mögen. Genügen jetzt aber 
diese beiden Kollineationen der Gleichung (1) oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, erfüllen sie noch die Gleichung (7), 
so besteht neben den Gleichungen (9) auch die Gleichung 


(9a) BazzR 08 
welche in der Tat zusammen mit (9) aussagt, dass das Dreieck 
Wehrheim. 3 


a 


xyz dem Dreiseit UF’ W eingeschrieben ist. Und da die 
beiden Ecken x und y des Dreiecks beliebig angenommen 
werden konnten, so gibt es oo? Dreiecke mit dieser besonderen 
Eigenschaft. 

Nun kommt es darauf an, die Bedeutung der Dreiseite 
UVYW zu ermitteln. Wir greifen z.B. den Stab W heraus 
W=|xf-s1+[rI-yl]. 

Die Bedingung, dass ein Punkt 7 in der Geraden dieses Stabes 
liege, oder die Gleichung dieser Geraden lautet 

(10) :.W]=[l-xt-» + l- 21-99) =0. 

Wir behaupten, diese Gerade ist die Involutionslinie der 
beiden Geraden xf yfund xI yl; d.h. verbindet man irgend 
einen Punkt 2 der Geraden mit den einander entsprechenden 
Punkten der auf xf yf und x! yl durch die Kollineationen 
f und I hervorgerufenen projektiven Punktreihen, so erhalten 
wir eine Strahleninvolution. Der Scheitel ist der Punkt z, die 
Strahlen nach entsprechenden Punkten bilden die Paare der 
Involution. 

Dass zu jedem Paar projektiver Punktreihen (auf getrennten 
Trägern) eine solche Gerade existiert, lässt sich folgender- 
massen beweisen *): 

Wir denken uns zunächst drei Punkte @dc einer Ebene 
in kollineare Beziehung gesetzt zu drei anderen Punkten «@' d' c 
derselben Ebene. Es soll der geometrische Ort aller Punkte 
gesucht werden, deren Verbindungslinien mit entsprechenden 
Punkten eine Strahleninvolution bilden. Der laufende Punkt 
sei z, die Verbindungslinien sind dann [ze], [22], [ze], [2«@], 
[2 67], [2 c’]. Im Falle der Involution entsprechen sich [z@] und 
[2 @’] wechselseitig, usw. Man kann daher auch [z«'] als zum 
ersten System gehörig ansehen. Das Doppelverhältnis der 
Strahlen [ze], [7], [ze], [Ee’] darf nun seinen Wert nicht 


*) Beweis in gewöhnlicher analytischer Darstellung bei J. Kraus, 
lre.8 4,58 
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ändern, wenn jeder Strahl durch den ihm entsprechenden er- 
setzt wird: 
a-ricl [ia-Ta]) f[a-ic] , [fa’- Ta] 
We-z2] [va »z2] 
Dafür kann man schreiben 
Face aa] I[ra’c) [re o] 
Bald DRK DR ER T| 
(0 BD Ba 20 U Kara 2 u a 20 a DR u DR ER EA 
Da die Gleichung in z vom dritten Grad ist, so ist der ge- 
suchte geometrische Ort eine Kurve dritter Ordnung. 


[de" -287]) " ga -10 


oder 


Wir nehmen nun an, die Punkte @dc gehörten einer 

Geraden an, z.B. 

ce=pya-gb. 
Daraus folgt, da wir uns @ dc kollinear zu @’ 5’ c’ dachten, dass 
auch @’ 6’ c' in gerader Linie liegen, und zwar ist 

BEN art ge 
Die Werte für c und c’ setzen wir in (11) ein: 

la(pa-+qd)] [za’ 5] [e(pa’+g0)6] + [za (va’+g2’)] [red] [i(va+90)2] = 0 

(12) [7a d] [7a] (walza’d] + palrad)) =0. 
Im Falle zweier projektiver Punktreihen zerfällt der gesuchte 
geometrische Ort in die beiden Träger und die Gerade 
(13) ad) + [ie’d]=0. 

Dass die Punkte der beiden Träger die Forderung er- 
füllen, ist selbstverständlich; wir können sie aber ausser Acht 
lassen, da die von einem solchen Punkt ausgehenden Strahlen 
eine parabolische Involution bilden. Wir betrachten daher 
nur die durch Gleichung (13) dargestellte Gerade und nennen 
sie die Involutionslinie der beiden projektiven Punktreihen. 
Aus ihrer Gleichung geht hervor, dass der Schnittpunkt der 
Geraden @d’ und a’d der Involutionslinie angehört. Denn (13) 
wird erfüllt, wenn gleichzeitig |’@d’]J=0 und [za’ 2] = ist. 
Nun hatten wir aber die Punkte @ und 2 einseitig bevorzugt; 
ebenso hätten wir 5 und c oder c und az zugrunde legen 

5 


BR et 
können. Wir hätten dann für dieselbe Gerade die Gleichungen 


Zöc)+l0c)=0 

leca'] + Je al —d. 

Die Involutionslinie geht also nicht nur durch den Punkt 
ab’ .a’ bj, sondern auch durch die Punkte [dc’.5’c] und 
lca’«c’al. Dass die drei Punkte in einer Geraden liegen, 
erkennt man auch, wenn man die beiden Träger als zerfallenden 
Kegelschnitt ansieht. Die Punkte @d’ ca’ dc bilden dann ein 
eingeschriebenes Sechseck und die Involutionslinie ist die Pas- 


bekommen: 


(13a) 


calsche Gerade. 

Man kann also immer zu zwei projektiven Punktreihen 
die Involutionslinie konstruieren. 

Wir kehren nun zu unserer ursprünglichen Aufgabe zurück 
und stellen die Gleichung der Involutionslinie für die Punkt- 
reihen x? yE und x! yl auf. Wir erhalten nach (13) 

(14) .-xf-yil+lJi-at-yfl=d. 

Dieselbe Gleichung hatten wir aber oben in (10) für die Ge- 
rade des Stabes V=|[xf-yI]+[x1-yE] gefunden. W ist 
demnach die Involutionslinie zu x£ yf, xl yl; desgleichen ist 
U die Involutionslinie zu yE s&,wl zl und Vzuzt ar 77 
Die drei Involutionslinien UF W sind die Seiten eines Dreiecks, 
des „Involutionsdreiecks“ der beiden Dreiecke xf yf zf und 
X yi za 

Unter Benutzung dieser Begriffe können wir die geo- 
metrische Bedeutung von (7) in folgendem Satz aussprechen: 


Satz 24. Erfüllen zwei Kollineationen f und [I die Be- 
dingung, [EI1]=0, so gibt es ce‘ Dreiecke award 
Involutionsdreieck der durch f und I gebildeten Dreiecke 
xE yEtzfund xI ylzl eingeschrieben sind. 

Es ist weiter zu untersuchen, ob sich ein dem Satz 19 
analoger Satz über Vierecke aufstellen lässt. Vier Punkte 
% 1:89 X X, seien gegeben, ihre Bilder sınd “te oz 
und x,! x5! x,l x,!. Zur Vereinfachung der Rechnung wollen 


wir über ihre Massen so verfügen, dass die Beziehung besteht 


(15) %ı, Ta: +9 +9, =. 
Die geometrische Allgemeinheit wird dadurch nicht beeinträch- 
tigt. Aus (15) folgt sofort 


(15a) xt + n:tf+r,f+ x f=0 
(15b) a ae 2 a ae a BR a a BE 0 
Die vier Punkte gestatten die Bildung von sechs Involutions- 
linien 
Ft. + ls; =V, 
rıt-2s;1+ ll. 2:1 =U, 
(16) aıt- 2.1 + ll. 2,1 =Uu 
[rt- 1] + [21-21] =0U, 
[8-21 + rl -2,1=Q%, 
[,t-2,1 +11“. H=Q,, 
Dabei ist U, = —U,.. 


Wir behaupten: Von diesen sechs Linien gehen immer 
drei, die denselben Index enthalten, durch einen Punkt *). Multi- 
plizieren wir z. B. (15a) mit x, I, (15b) mit x,f und addieren, 
so erhalten wir 


[8-21] + [rl + RR + RR r + er=t 


(17a) Up t Us tu =0. 

Desgleichen gelten die cyklisch entsprechenden Formeln: 
(17b) Us + Uu+Uı=0 

ai c) Us + [DPA — Us9 zZ) 

(17d) Un ta +Uls=d. 


Diese Gleichungen zeigen in der Tat, dass die Involutions- 
linien zu je dreien durch einen Punkt gehen; sie sind also 
die Seiten eines vollständigen Vierecks. Wir nennen es das 
Involutionsviereck der beiden Vierecke x,f x;f x,f x,f und 
nal alir,T, 
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Nehmen wir nun wieder die Kollineation 
r KA Una], |Oıe Us |, KO O3] 
(18) er on 
BERN EM 4, 
zu Hilfe, so befindet sich diese Kollineation, wie schon bei 
(8) gezeigt wurde, in umschriebener Dreieckslage. Die Zähler- 
punkte sind dabei drei Hauptecken des vollständigen Vierecks. 
Wir wollen beweisen, dass dieselbe Kollineation f’ auch den 
Punkt x, in die vierte Ecke [U,,U,,] verwandelt: 
s,t=-—-k«,f+x.f+x,f 
ee (| O5 Uns] + KR Us] + [Us U; |) 
Ba [0105| + KR Un| + KIA Us | 
Setzen wir andererseits in das Produkt [U,, U,,] für die Fak- 
toren die Werte aus (17a) und (17c) ein, so erhalten wir 


KOLEN a IK22 + Urs) (Us, + U3)| 

I U: 051] + Ui: Us] + U: U] 

Se [O1 | + [U 0;:| + KA Us | . 
Die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen stimmen 
überein, folglich ist 
(19) x,!=[0,0,]. 
Wir haben demnach eine Kollineation f! in umschriebener 
Dreieckslage, welche die vier Punkte x, 2x,%2,x, müs, 
Ecken eines vollständigen Vierecks transformiert, und wir 
können uns daher auf Satz 19 berufen, der aussagt, dass in 
diesem Fall das vollständige Viereck x,f!' x,;f x, x, auf 
dem Viereck x, x, %, x, ruht: Damit ist der Satz bDewer se 

Satz 25. Im Falle [FI 1]=0 stützt jedes Viereck x, %,%,%, 

das Involutionsviereck der ihm entsprechenden Vierecke x;f 
XuE.% X, tun al Ener 


58. 
Schliesslich heben wir auch die letzte Beschränkung auf 
und betrachten drei Kollineationen f, f, m, welche der Be- 
dingung unterliegen sollen: 


(1) fim]=0. 


BUNG 


Nach $ 1, Gleichung (9) ist dies gleichbedeutend mit 
(2) la,dsc;]+ [agdsc,]+ [azd1c5]—lazd,c;]—[@sdac,]— [aıdsc,] —=0 oder 
(3) [at-yl-zm] + [yE-sl- am] + [st at vn] — [va a] — [2f- yl- cn] — 
— [xf-z1-ym] =0. 
Die geometrische Deutung dieser Gleichung ist ähnlich 
der im vorigen Paragraphen; es treten nur an die Stelle der 
Punkte e, die Punkte c,, an die Stelle von xyz die Punkte 
zum ym zm. Da aber die Punkte am ym sm vor xf yfzf 
und xI yl zI nicht bevorzugt sind, so müssen wir die Glieder 
diesmal auf drei Arten paarweise zusammenfassen. 


(da) (rk -yl-sm] + [rf-sm- st) +HllyE-st- am) + [yE- sm. xl) 
+([2E-aI-ym])+[sE-xm-yl))=0 


] 
(Ab) (rl -ym- st] + [rl-pE-zm))+llyl-zm- ae +[yl- stm) 
+(lzl-zm-yEl+[21-#t-ym)=0 


f] 
(4c) (am-yf-:1])+ [m -vl-:f))+llam-zf- al) +[ym-31-x0) 
+(fzm-xt-»l)+[zm-xt-yE)=0. 


Führen wir wieder zur Abkürzung die Bezeichnungen ein 


Um =[yl- sm + [ym- 3:1] 


(da) mn =[:!-xm +[zm-x1] 

W”n=lıl-sm+-jem-»1] 

Un: = |ym- sf] + [yE- zu] 

(5b) Vint ner tr en 

Ine=lam-yifl+[rt-vm] 

Ur =[yf-z1] + [Yyl- 28] 

(dc) Fı =|l:f-xl]+[2l- 8] 
Wı=lt- a »E] , 


so gehen die Gleichungen (4) über in 

(6 a) [x t-UO, m] + [v f- 2 m] = [2 f-W, m 0 
(6b) [x l+ Um e] + [vi V | + [: I Wu = 0) 
(6 c) De 0 
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Die Geraden Um, VFim, Wim bilden das Involutionsdreieck 
zu xl ylzl und am ym zu; ebenso gehört Umt Une Want 
als Involutionsdreieck zu m ym zm und xf yf zf, und 
Mr Wer zu Atatehundebar 

Da die Gleichungen (6) der Gleichung (7) des vorigen 
Paragraphen analog sind, so können wir die Sätze des früheren 
Falles auf den jetzigen übertragen: 


Satz 26. Erfüllen drei Kollineationen f, I, m die Be- 
dinsung [fIm] = 0, so gibt es 00* Dreiecke xyz, die durch 
die drei Kollineationen in Dreiecke von solcher Lage trans- 
formiert werden, dass jedes der neuen Dreiecke dem Invo- 
lutionsdreieck der beiden andern eingeschrieben ist. 


Satz 27. Im Falle [fIm]=0 wird jedes Viereck x,2,2,%, 
in drei.neue Vierecke 2,8 2,f 2,!ı,T, z tz 1 2 2 5 
x, m x,m x,m x, m verwandelt, von denen jedes das Invo- 
lutionsviereck der beiden andern stützt. 


Ss 9 
Zu jeder Kollineation 
BL a, A, 03 
By Ban 
gehört eine zweite 
‚_ le azl, la; a,], [ei @]| nen 


Ja, ls ablassen | 
$ heisst der adjungierte Bruch zu f.£ Während f jedem 


Punkt einen andern zuordnet, transformiert Sl jeden Stab in 
einen andern derart, dass 


ryR=REyil. 
Wenn wir jetzt die Beziehungen dreier Kollineationen $&, 2, M 
betrachten, deren kombinatorisches Produkt verschwindet, so 
werden wir die dualen Sätze zu den seither abgeleiteten be- 
kommen. Es seien hier nur einige davon herausgegriffen. 


Wir setzen wieder 


>. KFZREM va E; E, -KEM] 
a re OR 
a 1 
— II, E, 8, 


EST TEN. 
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I. Zunächst sei X ==, und es bestehe die Beziehung 


2) 8-0. 
Dies ergibt nach (1) 
(3) (A4,4;A,| =. 


Wir ersetzen jeden Stab durch das ihn darstellende Produkt 
[a5 a5; az a, »a,a;|= ia, a; a,’ =0. 

Pa 0 istralso einejFolge, vonila, @&> 2,] = V:und 
umgekehrt. Die Kollineation 8 ist in diesem Fall nicht um- 
kehrbar, da das regressive Produkt ihrer Zähler verschwindet. 
Ausserdem stellt 8 wieder eine entartende Kollineation dar. 
Dabei sind (wie in $ 2) drei Fälle möglich: 

a) Jeder Zähler A, ist O; dann entspricht jedem Stab der 
Ebene der Wert Null. 8 hat die Form 
UWE, 


und wir sagen, die Kollineation sei dreifach entartend. 


= 


b) Es besteht eine Zahlbeziehung 
4,4, +; A; tra,4,=0. 
Die Stäbe A, und damit alle Stäbe des zweiten Systems gehen 
durch einen Punkt ge. Das Strahlenbüschel g& speziell geht in 
sich selbst über, ohne dass die einzelnen Strahlen im allge- 
meinen sich selbst entsprechen. Nur zwei der Strahlen (sie 
seien nun reell und verschieden, reell und zusammenfallend 
oder komplex) sind Doppelstrahlen. 


Als dritte Doppelgerade können wir die Gerade 
A=a,%, +53; +0%Z%, 


ansehen; ihr entspricht der Wert 0: oder den Sta802 7 
Wegen der Willkürlichkeit von Z dürfen wir ihn aber mit A 
zusammenfallen lassen. Die Gerade A heisst die Nullgerade. 
Benutzen wir 1 als Nennerstab, so wird 

Ay, 

Pa ed 


Die Kollineation & ist einfach entartend. 


gr 


c) A, und A, fallen mit A, in eine Gerade, d.h. es ist 
Ana +04; =0 0,4, A, eo 


Jedem Stab der Ebene ist dann ein Vielfaches des Stabes A, 
zugeordnet. Die Gerade dieses Stabes nennen wir Haupt- 
gerade. Da sie insbesondere in sich selbst übergeführt wird, 
ist sie eine Doppelgerade. Die beiden anderen Doppelgeraden 
sind die Nullgeraden 


Andres, Aa, 2,8202 
Ihre Bilder sind nämlich 
a A8=0.2Z% 
Z’ und Z’” sind beliebig, und wir denken sie uns mit 4’ 
und A’ zusammenfallend.. A’ und A’ sind dann Doppel- 
strahlen. Ebenso ist jedem anderen Stab, der aus A’ und A” 


zusammengesetzt ist, der Wert O0 zugeordnet. Der Schnitt- 
punkt aller dieser Strahlen ist der Nullpunkt. 


Aus der Form 


a_ in 0, 0, 
VO eh 


erkennt man, dass fl diesmal eine zweifach entartende Kolli- 
neation ist. 


Satz 28. Ist f eine entartende Kollineation, so entartet 
auch die adjungierte Kollineation 8. Bei einfacher Entartung 
gibt es eine Nullgerade, bei zweifacher Entartung oo!, bei 
dreifacher 00? Nullgeraden. 


HE 


Bakerseisterner 
(4) [2110 oder 
1% 54% BEI+ LIE, Z]=0 
Ha) [AR-Y-Z] + [Y8-2-X] + [Z8-X-7]=0. 
Diese Gleichungen bezeichnen die umschriebene Dreieckslage 
der Kollineation 8. Denn wählt man zwei Stäbe X und F 
beliebig und bringt jeden zum Schnitt mit dem Bild des an- 
deren, so bildet die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte 
einen dritten Stab Z, dessen Bild durch [X Y7] hindurchgeht. 
Es gibt also o©* Dreiseite, deren Bilder ihnen umschrieben 
sind. Die Bedingung [#11] =0 würde demnach geometrisch 
dasselbe bedeuten wie die frühere Beziehung [ff1]=0. Dass 
tatsächlich die eine aus der anderen abgeleitet werden kann, 
erkennt man, wenn man in (Ö) jeden Stab durch das zuge- 
hörige Produkt ersetzt: 
lazay ee, ee) + lese: *eses-ezes|t la1@g Ce; -eze,| 0 
lasaze,] lesesesl+lasases] leıesesl+leieses] leseseı]=0. 
Durch das nicht verschwindende Produkt [e, es €,] dürfen wir 
dividieren: 


las a3 e,] + [e; a, €s] + [eı @s e;]| = 0 oder 
[BEL] 0% (s. $ 4.) 
Ebenso bedeutet die Bedingung 
(6) RI —=0 oder 


(7) [4; 4; Z&]+ 14; 4, Z] + 4, 4: #) = 0 

die eingeschriebene Dreieckslage der Kollineation 8. Auch 
die frühere Bedingung [f11]=0 lässt sich aus (7) ableiten: 
[23Q0 | *@,@3°e9e3] + [a1@s aa; -eze,)+lesaz -@sa, ee, 0 
[az0,Q3]| lejese3|+ leı@s@;] [eseseı]+ [es@3eı] lezeıee]>=9. 
Da es sich hier nicht um eine entartende Kollineation handelt, 
so ist [@, @; @3]=]=0, und man kann durch diesen Faktor 
dividieren: 

a ER el RE N. oder 
IT O nach 3), 


De A AZ 


Satz 29. Erfüllt eine Kollineation f die Bedingung [f11]—=0, 
so gilt für die adjungierte Kollineation die Gleichung [X 81] = 
der Bedingung [ff 1]==0 ist andererseits die Beziehung [#11] = 
adjungiert. 

(Die sich in ähnlicher Weise wie früher ergebenden Sätze 
über Vierseite können hier wohl übergangen werden.) 

Die Erfüllung der beiden Forderungen |X11]=0 und 
[RK K1)=0 ist nach dem letzten Satz identisch mit [Ff1] = 
und [f11]=0; die Kollineation ist also ternär cyklisch. In 
gleicher Weise schliesst sich die Deutung von [KL%]=0 und 
ERLI—=0 an die von [FEl]=0 und [fll]=0 an. 


III. Der Fall [KULM]=0, zu dem wir gleich übergehen 
wollen, findet in derselben Weise seine Erledigung wie [FIm]—=0. 
Wir erhalten 
9 [4ı2:C3]+145:2;0,14+ 1432, C2)—[A4:2, 65] 1432: C,]— 
— [A 2 
(Sa) [ARK- FL-ZMIHIFR- ZL-XAM] + [ZR-AL- FM] 


j 


—[FR- XL ZM—-[ZR- FRL-XMI-[XR- ZE- PR] 


Die Glieder werden wiederum paarweise zusammengefasst, was 
auf drei Arten möglich ist ($ 8). Wir setzen zur Abkürzung 
IFL- ZU -H[ FM- ZU] =u,, [ZU-AMIH-[ZM- XU=7 
Dadurch bekommen wir die Gleichungen 
[8 - Yon] ER Ze +[Z8- =0 
(9) Bes ms tlF 2 - Ina + IZE - wu) 
[AM - ZN OR, U ln IZMe 2 Vaal>=0. 
Dabei ist «,,, der en der Strahlenbüschel I’Y-ZX% 
und FM. ZM, u.s.w. Es lässt sich nämlich zeigen, dass es 
zu zwei projektiven Strahlenbüscheln immer ein drittes gibt, 
dessen Strahlen die gegebenen Büschel in Involutionen schnei- 
den. Der Beweis ist analog dem in $ 7 geführten, nur sind 
die kleinen Buchstaben durch grosse zu ersetzen: Sechs be- 
liebige Geraden können von einer Geraden so geschnitten 
werden, dass die Schnittpunkte drei Paare einer Involution 


am U. S..W. 
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bilden. Der geometrische Ort aller derartiger Geraden ist 
eine Kurve dritter Klasse. Bilden die sechs Geraden zwei 
Strahlenbüschel, die kollinear sind, so degeneriert die Kurve 
dritter Klasse in drei Punkte, die beiden Scheitel und den 
Involutionspunkt. Des letzteren Gleichung lautet, wenn die 
Stäbe des einen Büschels A, 2..., die des andern A’, 2°... 
sind, 

Ar ATBT 08 
Die Gleichungen (9) sagen demnach aus, dass das System 
der Dreiseite AK FR ZE sich in umschriebener Dreiecks- 
lage befindet zu dem System der „Involutionsdreiecke“ von 
SIT ZSUnNd EMUIMZM Urs: 

Satz 30. Im Falle [REM] =0 gibt es 00% Dreiseite 
YYZ, die durch die Kollineationen $, X und M in solche 
Dreiseite transformiert werden, dass jedes dem Involutions- 
dreieck der beiden andern umschrieben ist. 


Lebenslauf. 


Am 27. Dezember 1885 wurde ich zu Giessen geboren. 
Ich besuchte daselbst das Gymnasium und studierte nach abge- 
legter Reifeprüfung (Ostern 1904) an den Universitäten Giessen 
und Berlin Mathematik und Physik. Im Februar 1908 bestand 
ich hier die Prüfung für das höhere Lehramt, gehörte dann 
ein Jahr dem pädagogischen Seminar des hiesigen Gymnasiums 
an und bin jetzt am Realgymnasium beschäftigt. 

Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit gab Herr Pro- 
fessor Grassmann, der mich auch bei der Abfassung mit 
seinem Rate freundlichst unterstützte; Herr Geheimrat Pasch 
unterzog sie darauf einer geneigten Durchsicht. Ihnen beiden 
bin ich daher zu besonderem Danke verpflichtet. 


Giessen, 1. Juli 1909. 


Hermann Wehrheim, 


Lehramtsreferendar. 


